
Chapter 2

流形上的积分

2.1 积分与Stokes公式

2.1.1 积分

前面几节我们讨论了如何在流形上做微分謬 本节开始謬 我们将讨论如何在流形

上做积分謮 与定义微分的方式相似謬 我们首先定义在局部上的积分謬 然后再推广到

整个流形上謮

对∀f ∈ C∞謨M謩謬 定义譳譵議議謨f謩 謺謽 {x ∈M 謺 f謨x謩 6謽 謰}謬 若∃Uα謬 譳謮譴謮 譳譵議議謨f謩 ⊂
Uα謮 这样一来謬 f在Uα上的积分即为在譳譵議議謨f謩上的积分謮

此时尝试定义积分∫
M
f 謺謽

∫
Rn
f謨φ−1α 謨x謩謩dx1αdx

2
α · · · dxnα. 謨謲謮謱謩

该定义主要的思路是将Uα映到欧氏空间中謬再对f◦φ−1α 在欧氏空间积分謮 dx1αdx
2
α · · · dxnα是

标准多元微积分中的积分符号謮

如果上述定义是良好的謬 那么在不同坐标卡下的积分结果应当相同謮 考虑坐标

变换謬 即在另一个坐标卡Uβ上积分謬 设譳譵議議謨f謩 ⊂ Uα ∩Uβ謬 由多元微积分的知识謨换

元謩謬 有∫
Rn
f謨φ−1β 謨x謩謩dx1βdx

2
β · · · dxnβ 謽

∫
Rn
f謨φ−1α 謨x謩謩| 譤譥譴φβα|dx1αdx2α · · · dxnα. 謨謲謮謲謩

这说明不同坐标卡下的积分不相同謬 差一个|譤譥譴φβα|项謮

注意到譤譥譴φβα恰好是謃nT ∗M的转移函数謮 即

dx1β ∧ · · · ∧ dxnβ 謽 譤譥譴謨φβα謩dx
1
α ∧ · · · ∧ dxnα.

謴謳
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所以如果所有的譤譥譴φβα > 謰謬 将謨謲謮謱謩中的dx1 · · · dxn替换为dx1 ∧ · · · ∧ dxn謬 即可使
謨謲謮謱謩在局部上是良定义的謮

但一般来说謬 譤譥譴φβα > 謰不一定恒成立謬我们称存在覆盖M的坐标卡集{謨Uα, φα謩}α∈I 謬
使得譤譥譴φβα > 謰恒成立的流形叫做可定向流形謮

定义 2.1.1. 如果M上存在一个坐标卡覆盖{謨Uα, φα謩}α∈I 謬 譳謮譴謮 对∀Uα ∩ Uβ 6謽
∅,譤譥譴φβα > 謰謬 我们称M是可定向的謨譯譲譩譥譮譴譥譤謩謮

注：莫比乌斯带与射影平面均为不可定向流形。

习题 2.1.2. 通过球极投影证明Sn是可定向流形。

本讲义中謬 若无特殊说明謬 流形均为可定向的謮

若M可定向謬 对∀Uα∩Uβ 6謽 ∅謬 譤譥譴φβα > 謰謮 由謃∗T ∗M的构造謬 ∃处处不为謰的譮謭

形式謨不唯一謩謮 该譮謭形式称为流形M的一个体积元謨譶譯譬譵譭譥 警譯譲譭謩謬 记为dv謬 也称

为M的一个定向謮

对于定向流形謬 积分定义在譮謭形式上比定义在光滑函数上更自然謮 对∀η ∈
C∞謨M,謃nT ∗M謩謬 譳謮譴謮 譳譵議議謨η謩 ⊂ Uα謬 有η ◦ φ−1α 謽 f · dx1α ∧ dx2α ∧ · · · ∧ dxnα謮
若给定定向dv，使得dv|Uα 謽 dx1α ∧ dx2α ∧ · · · ∧ dxnα謬 可定义η在流形M上的积分为∫

M
η 謺謽

∫
Rn
f dx1α · · · dxnα 謨謲謮謳謩

这个定义与定向的坐标卡变换无关謮 所以在Rn上的多元微积分中謬 dx1 · · · dxn应当
解释为dx1 ∧ · · · ∧ dxn謮
这里要注意的是，积分的值取决于流形的定向，即一个处处不为謰的譮謭形式的

给定。取反向的定向时，积分值会差一个负号謮 如果我们取流形的定向为dv|Uα 謽

−dx1α ∧ dx2α ∧ · · · ∧ dxnα謬 则
∫
M η 謺謽 −

∫
Rn f dx

1
α · · · dxnα謮 习惯上，除特殊情况外，

我们总假设 dv|Uα 謽 dx1α ∧ dx2α ∧ · · · ∧ dxnα謮

2.1.2 单位分解

本节我们将积分的定义推广到整个流形上謮 推广定义需要用到一个从局部到

整体的重要技巧謬 即单位分解謮

首先回忆一些点集拓扑中的知识謮若M为第二可数的謬那么M为仿紧的謨議譡譲譡譣譯譭議譡譣譴謩謬

即任意开覆盖有局部有限的加细謮 局部有限是指謬对∀x ∈ M 謬 它只被有限个Uα覆盖謮

本讲义中后面的内容謬 若无特殊说明謬 选取的坐标卡集合均为局部有限的謮
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定理 2.1.3 謨单位分解定理謩. 对∀局部有限开覆盖{Uα}, ∃一族M上的光滑函数{ψα},
s.t. 譳譵議議謨ψα謩 ⊂ Uα, 且对∀x ∈M , 有

∑
α ψα謨x謩 謽 謱.

证明. 取开覆盖{Vα}謬 譳謮譴謮 对∀α謬 有Vα ⊂ Uα謮 可构造gα ∈ C∞謨φα謨Uα謩,R謩謬 譳謮譴謮

对∀α謬 有φα謨Vα謩 ⊂ 譳譵議議謨gα謩 ⊂ φα謨Uα謩謬 gα ≥ 謰謬 而且gα|φα(Vα) 謽 謱謮 则gα ◦
φ−1α 是Uα上的光滑函数。附加定义gα◦φ−1α 在M\Uα上为謰，则gα◦φ−1α ∈ C∞謨M,R謩謮
定义g謨x謩 謺謽

∑
α gα ◦ φ−1α 謨x謩謮 由gα非负且不恒为謰，有g > 謰謮 因开覆盖局部有限，

有g取值有限，g ∈ C∞謨M,R謩謮 取ψα 謺謽 gα ◦ φ−1α /g謮

对譮謭形式η ∈ C∞謨M,謃nT ∗M謩, 譳譵議議謨η謩为紧集謬 其积分可定义为∫
M
η 謽

∫
M
謨
∑
α

φα謩 · η 謺謽
∑
α

∫
M
φα · η. 謨謲謮謴謩

注: 单位分解不唯一謬 我们需要验证积分的定义不依赖于开覆盖与单位分解的选取謮

习题 2.1.4. 验证积分的定义不依赖于单位分解的选取謮

若β ∈ 謊k謨M謩, k < n謬定义
∫
M β 謽 謰謮 我们便可以将积分的定义扩展到謊∗謨M謩上謮

因为M可定向謬 取定一个体积元dv謬 便可以对函数积分謬 即对∀f ∈ C∞謨M謩謬 定

义f的积分为
∫
M fdv謮

显然，由积分的定义，我们有

謱謮 对f, g ∈ C∞謨M謩謬
∫
M 謨f 謫 g謩dv 謽

∫
M fdv 謫

∫
M gdv謻

謲謮 对a, b ∈ R謬 α, β ∈ 謊∗謨M謩謬
∫
M 謨aα謫 bβ謩 謽 a

∫
M α謫 b

∫
M β謮

我们本节的目标是证明之前提到过的譓譴譯譫譥譳公式：∫
M
dω 謽

∫
∂M

i∗ω, 謨謲謮謵謩

其中M为带边流形，ω为微分形式，∂M为M的边界， i 謺 ∂M → M， i∗为拉回映

射謮

我们首先介绍譓譴譯譫譥譳公式中涉及到的概念。

2.1.3 带边流形

流形的原型是欧氏空间，而带边流形的原型是欧氏空间中的上半平面。

对n ∈ N∗謬 定义

Hn 謺謽 {謨x1, · · · , xn謩 ∈ Rn|xn ≥ 謰} 謨謲謮謶謩
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为Rn中的上半平面謬

∂Hn 謺謽 {謨x1, · · · , xn謩 ∈ Rn|xn 謽 謰} 謨謲謮謷謩

为Hn的边界，

譩譮譴謨Hn謩 謺謽 {謨x1, · · · , xn謩 ∈ Rn|xn > 謰} 謨謲謮謸謩

为Hn的内部。

作为拓扑空间Hn的子集，上半平面中的开子集有两种：一种与边界不相交，
即为Rn中的开子集；另一种是和边界相交的开集。

定义 2.1.5. 设M是一个譈譡譵譳譤譯譲謋且第二可数的拓扑空间謮如果M上的每个点x ∈
M都存在一个开邻域同胚于Hn的一个开子集謬我们称M是一个n维带边拓扑流形謮

带边拓扑流形上的微分结构的定义与无边流形是完全类似的，只是此时 Rn开
子集上的微分同胚φβα被替换为 Hn开子集上的微分同胚φβα。考虑到与边界相交
的开集的情形，我们需要定义Hn 中开集之间的光滑映射：对开集U ⊂ Hn，映
射f 謺 U → Rn謬 如果存在Rn中的开集U ′謬 U ⊂ U ′謬 及光滑映射f 謺 U ′ → Rn謬 使
得f ′|U 謽 f 謬 我们称f是光滑映射。与无边流形类似，我们简记带边光滑流形为带

边流形。

由带边流形的定义可知，若M是带边流形，∂M为无边流形謨为什么？謩。
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例 2.1.6. 謱謮 若M是带边流形，则M是无边流形。

謲謮 Hn是带边流形。
謳謮 闭区间譛謰, 謱譝是带边流形。

謴謮 闭圆盘Dn 謽 {x ∈ Rn 謺 ‖x‖2 ≤ 謱}为带边流形，且∂Dn 謽 Sn−1謮

2.1.4 拉回映射与切映射

考虑光滑映射F 謺 M → N 謮 对N上的光滑函数f ∈ C∞謨N,R謩謬 我们可以通
过F ∗将f拉回到M上謬 使得F ∗f ∈ C∞謨M,R謩謺 对∀p ∈M 謬 定义

謨F ∗f謩謨p謩 謽 f謨F 謨p謩謩 謽 f ◦ F 謨p謩. 謨謲謮謹謩

同样地謬 我们也可以在微分上定义拉回：

F ∗謨df謩 謽 d謨f ◦ F 謩.

设謨U, xi謩为p ∈M附近的一个坐标卡謬 謨V, yj謩为q 謽 F 謨p謩 ∈ N附近的一个坐标卡謬 满

足yj 謽 F j謨x1, x2, · · · , xm謩謬 j 謽 謱, 謲, · · · , n謮 故

F ∗謨dyj謩謨p謩 謽 d謨yj ◦ F 謩謨p謩 謽
∂F j

∂xk
謨p謩dxk. 謨謲謮謱謰謩

所以F诱导了一个线性映射F ∗ 謺 T ∗qN → T ∗pM 謬

F ∗謨aj謨p謩dy
j謩 謽 aj謨p謩

∂F j

∂xk
謨p謩dxk. 謨謲謮謱謱謩

类似于謨謲謮謹謩謬 对s ∈ C∞謨N,T ∗N謩謬 我们可以通过

謨F ∗s謩謨p謩 謺謽 F ∗謨s謨q謩謩 ∈ T ∗pM 謨謲謮謱謲謩

定义线性映射F ∗ 謺 C∞謨N,T ∗N謩→ C∞謨M,T ∗M謩謮

由謨謲謮謱謱謩謬 通过

F ∗謨v1 ∧ · · · ∧ vk謩 謺謽 F ∗謨v1謩 ∧ · · · ∧ F ∗謨vk謩, 謨謲謮謱謳謩

我们可以定义线性映射F ∗ 謺 謃kT ∗N → 謃kT ∗M 謮 类比于謨謲謮謱謲謩謬 我们可以定义线性

映射 F ∗ 謺 C∞謨N,謃kT ∗N謩→ C∞謨M,謃kT ∗M謩謮

通过切丛与余切丛的对偶，我们可以通过余切丛之间的拉回映射定义切丛之

间的切映射。我们定义线性映射F∗ 謺 TpM → TqN使得对∀X ∈ TpM,α ∈ TqN，有

〈F∗X,α〉 謽 〈X,F ∗α〉. 謨謲謮謱謴謩
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因双线性映射〈·, ·〉非退化，此定义是合理的謨为什么？謩。有时F∗X也记为dF 謨X謩，

称为切映射謮 我们之前在曲面上学习过切映射。这里的定义是曲面上的切映射的

推广：局部上謬由 謨謲謮謱謰謩謬

〈F∗謨
∂

∂xi
謩, dyj〉 謽 〈 ∂

∂xi
, F ∗dyj〉 謽 ∂F j

∂xi
謨p謩 謽 〈∂F

k

∂xi
謨p謩

∂

∂yk
, dyj〉. 謨謲謮謱謵謩

所以

F∗

(
∂

∂xi

)
謽
∂F j

∂xi
謨p謩 · ∂

∂yj
. 謨謲謮謱謶謩

对∀α ∈ 謊k謨N謩謬 定义 F ∗ 謺 謊k謨N謩→ 謊k謨M謩为

F ∗α謨X1, X2, · · · , Xk謩 謽 α謨F∗X1, F∗X2, · · · , F∗Xk謩.

习题 2.1.7. 若F 謺M → N是一个微分同胚，证明F∗譛X,Y 譝 謽 譛F∗X,F∗Y 譝謮

习题 2.1.8. 设F 謺 M → N 謬 G 謺 N → P均为光滑映射謬 证明F ∗ ◦ G∗ 謽 謨G ◦ F 謩∗ 謺
T ∗P → T ∗M 謬 G∗ ◦ F∗ 謽 謨G ◦ F 謩∗ 謺 TM → TP 謮

2.1.5 Stokes公式

设M为m维光滑带边流形，i 謺 ∂M → M 为自然的嵌入映射。因M可定向謬

∂M也是可定向的謨为什么？謩謮 M的一个定向诱导了∂M上的一个定向謺 若局部

上M的定向由dx1∧· · ·∧dxn给定，则∂M上诱导的定向由謨−謱謩ndx1∧· · ·∧dxn−1给
定謮

定理 2.1.9 謨譓譴譯譫譥譳公式謩. 对∀α ∈ 謊∗謨M謩, 有紧支集, 则∫
M
dα 謽

∫
∂M

i∗α. 謨謲謮謱謷謩

证明. 由积分的定义謨謲謮謴謩謬 我们可以假设譳譵議議謨α謩属于某个坐标卡Uα謮 因若α ∈
謊k謨M謩謬 k 6謽 n − 謱謬

∫
M dα 謽

∫
∂M i∗α 謽 謰謬 我们可以假设 α ∈ 謊n−1謨M謩謮 此

时，

α 謽

n∑
i=1

ai謨x謩dx
1 ∧ · · · d̂xi ∧ · · · ∧ dxn, 謨謲謮謱謸謩

dα 謽

(
n∑
i=1

謨−謱謩i−1 ∂ai
∂xi

)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn. 謨謲謮謱謹謩
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因i∗謨dxn謩 謽 謰謬

i∗α 謽 an謨x謩dx
1 ∧ · · · ∧ dxn−1. 謨謲謮謲謰謩

这时Uα作为带边流形的坐标卡有两种可能：Uα ∩ ∂M 謽 ∅与Uα ∩ ∂M 6謽 ∅謮 我
们分类讨论謮

第一种情况：Uα ∩ ∂M 謽 ∅謮 不妨设φα謨Uα謩在正方体 C 謽 {x ∈ Rn 謺 謰 ≤
xi ≤ 謱, i 謽 謱, 謲, · · · , n} 的内部謮 因譳譵議議謨α謩 ⊂ Uα謬 我们可将ai看作C上的光滑函数謬

在Rn\譩譮譴謨C謩上取值为謰謮 故∫
M
dα 謽

∫
φα(Uα)

(
n∑
i=1

謨−謱謩i−1 ∂ai
∂xi

)
dx1 · · · dxn 謽

∫
C

(
n∑
i=1

謨−謱謩i−1 ∂ai
∂xi

)
dx1 · · · dxn

謽
n∑
i=1

謨−謱謩i−1
∫ 1

0
· · ·
∫ 1

0

(
ai謨x

1, · · · , xi−1, 謱, xi+1, · · ·xn謩−ai謨x1, · · · , xi−1, 謰, xi+1, · · ·xn謩
)

· dx1 · · · d̂xi · · · dxn 謽 謰. 謨謲謮謲謱謩

另一方面， i∗α 在∂M上为 謰謮 故
∫
∂M i∗α 謽 謰謮

第二种情况：Uα∩∂M 6謽 ∅謮 此时，可设φα謨Uα謩 ⊂ 譩譮譴謨C謩∪{x ∈ Rn 謺 xn 謽 謰}謮
由謨謲謮謲謱謩謬∫

M
dα 謽 謨−謱謩n

∫ 1

0
· · ·
∫ 1

0
an謨x

1, · · · , xn−1, 謰謩dx1 · · · dxn−1. 謨謲謮謲謲謩

另一方面，∫
∂M

i∗α 謽

∫ 1

0
· · ·
∫ 1

0
謨−謱謩nan謨x1, · · · , xn−1, 謰謩dx1 · · · dxn−1. 謨謲謮謲謳謩

故
∫
M dα 謽

∫
∂M i∗α謮

例1: M 謽 譛a, b譝 ⊂ R1謬 f ∈ C∞謨M謩謬 有∫ b

a
df 謽 f謨b謩− f謨a謩.

例2: M ⊂ R2为有界集謬 f ∈ C∞謨M謩謬 譇譲譥譥譮公式为∫
∂M

謨Pdx謫Qdy謩 謽

∫
M
謨
∂Q

∂x
− ∂P

∂y
謩dxdy.

例3: M ⊂ R3为有界集謬 f ∈ C∞謨M謩謬 譇譡譵譳譳公式为∫
∂M

謨Pdydz 謫Qdzdx謫Rdxdy謩 謽

∫
M
謨
∂P

∂x
謫
∂Q

∂y
謫
∂R

∂z
謩dxdydz.

例4: M ⊂ R3为有向曲面謬 那么∫
∂M

謨Pdx謫Qdy謫Rdz謩 謽

∫
M
謨
∂R

∂y
− ∂Q
∂z

謩dydz謫謨
∂P

∂z
− ∂R
∂x

謩dzdx謫謨
∂Q

∂x
− ∂P
∂y

謩dxdy.


